
1 

УДК 539.3 

ДО КОНТАКТНОЇ ВЗАЄМОДIЇ ЕЛЕМЕНТIВ, ЩО ПЕРВIСНО 
ТОРКАЮТЬСЯ У ТОЧЦI 

Шишканова Г.А. 

При розгляданнi задачi про контакт двох пружних тiл звичайно припускається, що обидва тiла обмеженi 
опуклими поверхнями i у точцi дотику мають загальну дотичну площину. Точка первiсного дотику 
стиснутих тiл є регулярною точкою поверхонь обох тiл. Стиснення вiдбувається пiд дiєю сил Q, лiнiя дiї 
яких перпендикулярна загальнiй дотичнiй площинi до поверхонь тiл у точцi первiсного дотику. 

Випадок, коли для поверхнi одного iз стиснутих тiл або для поверхонь обох тiл, що зазнають тиснення, 
точка первiсного дотику є особливою, розглядався для вiсесиметричної контактної задачi. 

Зокрема, розглядалися випадки, коли точка первiсного дотику стиснутих тiл є кутовою точкою осьового 
перерiзу поверхнi одного iз тiл, що зазнають стиснення, або осьовий перерiз поверхнi одного iз 
контактуючих тiл має в точцi первiсного дотику неперервно обертову дотичну, але кривина перерiзу в 
цiй точцi нескiнченно велика [1,3]. 

При вiдсутностi радiальної симетрiї розв'язання аналогiчних контактних задач пов'язано з певними 
математичними труднощами. 

Розглянемо невiсесиметричну контактну задачу при стисненнi двох тiл, коли точка первiсного дотику тiл 
для поверхнi одного з них є кутовою точкою. Початок координат помiстимо в точку первiсного дотику i 
вважатимемо, що рiвняння поверхонь, обмежуючих стисненi тiла, є 
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Позначимо через Ω проекцiю областi контакту на площину z=0  i через p(x,y) - нормальне тиснення в 
точцi контакту з координатами (x,y) та вважатимемо, що тертя вiдсутнє. У такому випадку в областi 
контакту повинно виконуватися рiвняння [1], яке запишемо в цилiндричних  координатах: 
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E1, E2 - модулi пружностi; v1, v2 - коефiцiєнти Пуассона для стиснених тiл; 

ε - ексцентриситет, δδ
α

εαβ
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2
2  - зближення точок контактуючих тiл. 

Нормальне тиснення, що дiє в областi контакту Ω, повинно врiвноважуватися рiвнодiйною Q зовнiшних 
стискуючих сил, що дiє на кожне iз стиснених тiл. 
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Щоб знайти невiдому площину контакту Ω, невiдоме тиснення p(ρ,θ) та зближення тiл, потрiбно до 
рiвнянь (2), (4) додати умову на межi Г площинки контакту, де p(ρ,θ) дорiвнює нулю, тобто 
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Через те, що права частина рiвняння (2) залежить вiд ε, природно припустити, що шуканий розподiл 
тиснення p(ρ,θ), який дiє в областi Ω, зближення точок стиснених тiл та невiдоме рiвняння межi Г 
площинки контакту мають бути поданi у виглядi розкладу за параметром ε: 
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Функцiї fi(θ), pi(ρ,θ)- неперервнi i мають неперервнi похiднi рiзних порядкiв у Ω. 

Щоб виконати умову (4) на межi площинки контакту введемо новi змiннi (R,ϕ) за формулами 
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Перетворення (8) рiвняння (7) межi Г областi Ω переводить у рiвняння R=а кола D, крiм того, при ε=0  - 
ρ=R. 

У нових змiнних розклад (6) для p(ρ,θ) має вигляд: 
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Тут Pi(R,ϕ) для i=0,1,2, необхiднi в перших наближеннях, пов'язанi з невiдомими pi(ρ,θ)  такими 
залежностями 
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Штрих позначає похiдну за змiнною R. 

Iнтеграл, що входить у рiвняння (2), також представимо у виглядi розвинення за степенями ε. При цьому 
врахуємо, що рiвняння контура Г областi iнтегрування Ω з викинутою особливою точкою залежить вiд 
ε [2,4]. 

Далi, розвинувши за степенями ε праву частину рiвняння (2), а також рiвняння рiвноваги (4) та граничну 
умову (5), одержуємо рекурентнi системи рiвнянь для визначення невiдомих коефiцiєнтiв у рядах (6), (7), 
(9): 
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Iнтегро-диференцiальнi оператори, що входять до складу систем (11), необхiднi в перших наближеннях 
при i=0,1,2, мають вигляд: 
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Таким чином, при визначеннi функцiї p(ρ,θ), що характеризує розподiл нормального тиснення на 
площинцi контакту, зближення тiл δ та рiвняння контуру площинки контакту Ω, якi є розв'язком задачi 
для невiдомої областi Ω, у кожному наближеннi приходимо до розв'язання аналогiчної задачi (11) для 
кругової областi D. 

При практичних розрахунках для обчислення нормального тиснення на площинцi контакту Ω вздовж 
промiня θ=θ∗ , що проходить через точку M(ργ,θ∗ ) на контурi областi Ω, одержуємо таку залежнiсть: 
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У нульовому наближеннi при розв'язаннi поставленої задачi замiсть системи рiвнянь (2), (4) при умовi (5) 
для визначення функцiї p(ρ,θ) i δ, а також рiвняння межi Ω (7) маємо для кругової областi D систему 
рiвнянь (11) при i=0, яка має такий розв'язок при A=1 в (1): 
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де a є дiйсним коренем рiвняння 
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Враховуючи одержанi спiввiдношення (17), коефiцiєнти в рядах (6) при ε2 визначаємо, розв'язуючи 
систему (11) при i=1. Виходячи з її вигляду, розв'язок маємо представити у виглядi 
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З умови задовiльнення розв'язку (19) рiвнянням системи (11) при i=1 визначаємо невiдомi сталi An , Dn, 
c11: 
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Знання розв'язкiв (17), (19) у нульовому i першому наближеннях дозволяє iз системи (11) одержати таку 
систему при i=2, розв'язком якої є функцiї: 
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Отриманi залежностi (17), (19), (21) разом з (18), (20), (22) визначають розв'язок (6), (7) з точнiстю до ε4. 

Припускаючи, що Q така, що a=a1, одержуємо рiвняння контура Г областi контакту Ω з точнiстю до ε4 у 
виглядi: 
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